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认知心理学视角下的数学教育
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摘要：自20世纪60年代以来，数学教育逐渐成为心理学特别是认知心理学关注的对象，由于认知心理学家采取了与数

学家、数学教育专家不同的研究方法，因而得出关于数学教育的新的见解、新的结论，这就为我们从另一个视角审视当前数

学课程改革提供了可能性．
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大约三十年前，经过著名的数学家、数学教育学家弗赖

登塔尔(Freudental)的努力，一个新的研究组织～一国际

数学教育心理研究小组(出e Intemational Gmup f出t11e

Psychology of Matllematics Education)终于成立了．当时，

著名的心理学家菲希宾(Efrain Fishbein)发出这样的感叹：

“似乎数学家和心理学家坐在一起后并没有什么共同话题．”

然而并非所有人都认同这种观点，这不仅因为在历史上一些

有名的数学家如勒贝格，庞加莱，阿达玛，波利亚十分关心

教育，并对数学创造发明的心理做出精辟分析，而且自20

世纪60年代心理学的认知革命以来，心理学越来越多地关

注教育，特别是数学教育，不仅把数学教育当成是产生研究

问题的源泉，而且也得到许多关于数学教育的新的见解、新

的结论，这就为从心理学角度去审视数学教育提供了可能．

1不同的研究视角

数学家、数学教育专家和心理学家感兴趣的问题似乎各

不相同．

一般说来，数学家们对数学创造的神秘过程感兴趣，他

们经常思考：数学问题是怎样被提出来的又是怎样被解决

的?如庞加莱(Poincare)就认为数学创造是一种洞察的过

程，他强调在高度专注一段时间后会突然地出现顿悟的火

花．阿达玛在1945年曾对美国的一些数学家做了调查，向

诸如伯科夫(Geor譬e Bi曲ofs)，维纳(Norbont winner)，

波利亚(George P01ya)和爱因斯坦(Albert Einstein)等数

学家询问他们在研究数学时的心智表象．戴维斯(Davis)

和赫什(Hersh)则用“数学的认知类型”一词去刻划阿达

玛所说的问题解决途径上的差异，阿达玛在他的著作《数学

领域中的发明心理学》中谈到了心理学研究中的主观法(内

省法)和客观法，他提倡在数学创造的研究中使用主观法，

认为在这种现象中，存在很多例外的情况，很难对这些情况

做出观察和比较．阿达玛认为行为主义拒绝对思维过程的研

究，因而是“一种非科学的态度”[1]．

随着数学教育作为一门研究领域的出现，也就形成专门

的研究队伍，出现所谓“数学教育专家”．与数学家相比，

数学教育专家则对数学学习过程更感兴趣，他们更关心的是

中小学生的数学学习而不是数学创造发明过程中的思维活

动．有人对数学学习活动与数学研究活动做了区分：数学学

习是在教师诱导下的获取人类已知的数学成果的过程，而数

学研究活动则是独立探索人类未知规律的过程【2】．尽管这两

个过程并非绝然分开，但若是从教育学角度去分析，则是完

全不同的过程．

尽管数学教育专家在研究过程中经常使用心理学的一

些方法，运用心理学的术语和结论，但是他们与心理学家都

有很大的不同：在数学教育专家那里，心理学只是当成一门

工具学科而被应用．他们对一般的认知规律并不特别感兴

趣，而只是借助心理学理论来说明数学教育中的问题．

心理学家对数学教育的研究分成两个阶段．在早期，心

理学家只是借用数学个别题材去研究一般的认知活动，从而

得出人的一般心理学规律．由于受实证主义的影响，心理学

研究在很长一段时间坚持以方法为中心，以此来巩固其科学

地位．但是过分强调方法，就不得不对所研究的问题进化简

化，可以说，这个时期所选择的数学问题都是～些定义良好

的语义贫乏的问题．例如，桑戴克在做迁移理论的研究时就

是以算术为工具学科，而贾德甚至认为算术是思维的一般模

式．威廉·布朗尼尔(Willarn Brownell)对数学的研究也大

都是限于算术学习‘31．由于没有涉及高级的数学思维活动，

早期的心理学研究所获得的结论并不被认为对数学教育有

很大的帮助．大约从20世纪60年代后，心理学开始摆脱行

为主义的影响，提倡对大脑内部过程进行研究．心理学的认

知革命则把计算机作为人的大脑的一个隐喻，并运用信息技
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术的术语来检验大脑的机制．

从研究对象来看，认知心理学抛弃了行为主义的一个重

要的概念：只有可以直接观察到的东西才能成为科学研究的

对象，认为心理学不仅应该而且可能用客观方法来研究人的

内部的心理过程．

从研究方法来看，认知心理学主要采用了信息加工的观

点，用计算机来模拟人的大脑，如果计算机运算的结果与人

脑思维的结果相一致，这就证明了最初提出的计算机模型是

正确的，即是说人的大脑的确是按照这样的模型来工作的．

由于研究对象和研究方法的改变，使得心理学研究的内

容极大丰富起来．与早期行为主义心理学相比，认知心理学

不再局限于算术中的心理学问题，而且逐步涉及到像几何、

代数乃至高等数学中的心理活动．这类研究具有典型的学科

意义，对数学教育更具启发性和指导意义．不过与传统数学

教育研究相比，认知心理学对数学教育的研究采用了更为特

殊的视角．

首先，认知心理学强调对任务进行分解和精细分析，这

就使得对数学教育的研究更加深入，更加具体．不仅研究数

学知识的掌握，更加注重分析学生的认知风格和认知策略的

应用水平．

其次，相对于数学家使用内省法研究数学思维过程．认

知心理学家采用了较为特殊的方法，即使用客观的方法研究

人的思维过程，这就使得它对数学教育的研究上升到一个更

为科学的水平．按郑毓信教授的观点，认知心理学对学习过

程的研究达到了探幽入微的程度[4]．

第三，一般地说，认知心理学的研究并不直接涉及到教

的过程，也不直接涉及数学课程方面的讨论，而是专注于认

知过程．这就构成了它与传统数学教育研究，特别是国内数

学教育研究的一个重要差别．在国内数学教育研究长期以

“教材教法”为主，在有关的刊物和书籍中经常看到的是“教

案”而不是“学案”．在国外，经历的数学教育现代化运动

也是关心如何用现代数学思想去指导初等数学改革，而忽略

了对数学学习活动中学生的真实的思维活动的研究．然而，

一切数学教育研究最终都要落实于学生的数学学习活动，从

而，就只有对学生在学习数学过程中的思维活动有着较深入

的了解，数学教育才能够得到健康的发展【4]．在谈到美国数

学教育的发展趋向时，戴维斯曾写到“今天，数学教育研究

正经历着研究方向的根本转变．美国最为活跃，最富有创造

性的学者都转向了这样的问题：人类思维是如何产生数学思

想的”；另外，在论及美国数学教育界亟待解决的一些问题

时，戴维斯则把“更深入了解学生真实的思维活动”列为首

要的问题，即是“数学教育研究和发展所面临的最为重要的

挑战”【41．

2关于数学知识获得的共同观点

尽管采取以上不同的研究视角，认知心理学家和数学教

育专家在知识获得的基本原则上也存在着一些共识．在数学

教育的第七次国际会议的数学学习理论小组会上，著名认知

心理学家哈塔罗(Hatallo)列举知识获得的5个特征，他认

为多数认知心理学家和数学教育专家对此表示认同【5】．

(1)知识是通过认知主体的积极建构而获得的，而不仅

仅是通过传递而实现的．有关“程序干扰”和“迷思概念

(Misconcept)”的研究为此提供了强有力的证据一一学生是

按照他自己独有的方式来看待数学和理解数学概念的．例

如，年幼的儿童经常犯一个系统的减法错误，他们总是从大

的数字减去小的数字而不考虑这个数字的位置．许多小学实

习教师相信“数越除越小”，尽管从没有人教他们这样的

概念．

(2)知识的获得涉及到重新构造．这不仅仅是指个人知

识的数量逐渐增加，而且也指知识的质量也发生了变化(知

识得到了重组)，不能把儿童视为“小”的成人．在把未知

性质看成是动态的目标时，哈塔罗发现年龄小的儿童依赖基

于相似性(siIllilarity．based)推理，而年龄较大的儿童和成

人则使用基于分类(category．Based)的推理，他还发现不

论是在科学史上还是认知发展过程中对观念变化的研究都

是尤其值得关注的，这也许是因为基本观念的变化可能是最

激进的智力重构．

(3)知识获得的过程既是一个内部的过程也是一个外部

过程(受到诸如语言、符号之类的文化产品的影响)这就部

分解释了为什么不同的个体获得相似但又绝非等同的知识．

(4)知识具有学科特殊性．这体现认知的“经济”原则

一一在问题解决过程中，一个人只需要掌握与专业相关的知

识．不过，这里所需要的是个体能否将一个学科的知识从一

个场景迁移到另一个场景．

(5)知识的获得是置于情境的．即，它反应知识最初是

怎样获得的，后来又是怎样被应用的．它不仅仅由抽象法则、

定律、公式组成，而且也包含了认知主体的经历．成为某一

学科领域的专家(如数学家和物理学家)，可能是个人知识

的一个“去情境化(decontextualization)”过程，它要求知

识变得较少依赖具体情景，较少联系表面特征．

尽管有上面的一些共识，但是在对待具体的数学教育问

题(教材编写、教学设计、教学评估)，认知心理学的观点

与流行的观点有很大的不同．

3认知心理学对当前某些数学教育论点的辨析

自20世纪90年代开始，世界各国相继掀起了新一轮数

学课程改革的热潮．影响改革的主要理论一是建构主义，二
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混合溶液的图象，而其它被试训练时使用的是代表数学基本

关系的表格，结果表明抽象训练组在做类似的数学问题时迁

移得更好u21．

认知学徒制强调完全真实的问题．但是何谓“真实”问

题却是一个典型的弱定义．按多数人的理解，它应指学生在

日常生活中可能遇到的．然而做深入的分析，这个要求是表

面的．中国传统的数学问题如“鸡兔同笼”和“百钱买百鸡”

对学生来说是很有启发性的，但并非完全是真实的，因为日

常生活中并没有人这样去计数．因此，重要的不是问题表面

上是否源于生活而在于它是否能唤起学生的认知过程．

(3)合作学习是一个普遍有效的学习方式．

所谓合作学习是指这样的一个环境，在这里，学习者似

乎都能以平等的身份共同参与知识和技能的获得．合作学习

与传统的数学教学形成鲜明对比．在传统教学里，教师是数

学上的权威，学生与学生则是竞争对手；在合作学习课堂里，

学生可以相互交流学习心得，互相教给对方所不了解的东

西，但是在此并不能断言合作学习就是一个普遍有效的学习

方式．认知心理学的某些研究表明，有关合作学习实验研究，

经常是在没有严格控制下进行的(如没有设对比控制组)．因

此，迄今我们并没有科学实验数据表明合作学习比独立学习

优越n 31．另外，合作学习也不能与主动学习划等号．合作

学习只是多种学习方式的一种，同任何一种学习方式一样，

它也是有局限性的．例如容易流于形式，表面上很活跃，实

际上可能是少数人在主动学习，多数人被动听讲(由听老师

讲变成听学生讲)，所以合作学习并不一定带来最好的学习

收获．因此课程改革应该倡导学习方式多样化，并按照学生

的不同风格组织适当的学习活动，而不应将一种学习方式绝

对化．

(4)放弃标准化的评估，实施开放性、多元化的评估．

这是课程改革中最激进的一种观点．著名学者乔纳森

(Jonassen)指出：“如果你相信的话，正如激进的建构主义

所表明的，不存在客观的现实，它能被学习者做统一的解释，

进而评估这样一个现实的获得也是不可能的，一个不那么激

进的观点指出学习者将对同一现象给出不同的解释．，，【12】当

前课程改革最流行的观点是评估应集中在过程而不是结

果．这一观点稍为引伸一些就是弱化精确定义的评估方

法．认知心理学虽然也反对千篇一律的“四选一问题”的评

估方案，并同意数学评估不能仅仅测试计算技能，然而却质

疑开放性的评估能否达到预期的效果．由于不能精确评估所

测试的能力，就必须依赖于主观判断．如，运用客观性评价

获得相同分数的两个解答，若是采用开放性的注重过程的评

价，就必须加进评价者的主观成分．这样其中一个答案就可

获得更多的分数．然而可能出现的情况是这个获得更高分数

的解答只不过是表现出更好的书写方式．我们也许可以判断

它只不过比“差一点”的解答绕过更长的圈子，但是由于这

个评价者更认可的是“书面交流”，因此给出了更高的分数．

另外一个例子是都塞(Doosev)给出的：在一个开放性

打分时，声明如果一个答案是不可理解时，那么这个答案只

记50％的分，但是如果一个错误的解答既没有反映出对问题

的误解也没有反映出在运用策略时的错误，而只是书写错误

和计算错误，将记满分【l41．在注意到这些处理的合理性一

面的同时，应该充分注意到局限性的一面，即主观判断中评

估者的文化偏见．开放性评价的另一方面是推崇学生的自我

评价，正如苛比(Cobb)和雅克尔(Yackel)所写，“这个

方法认为学生自己是他们的数学发现的最好的判断者，并且

鼓励学生建构他们可接受的答案”[12】．然而理解学生在特

定的阶段做他(她)正在做的事是一回事，但是帮助学生从

一个教育目标达到另一个目标又是另一回事，评估必须有助

予告诉教师教学已经达到的目标．如果完全以“学生是裁判”

态度去决定教育，那么什么时候教学失败，什么时候教学成

功，什么时候向前进步，什么时候退步就不再是清清楚楚的

了．认知心理学提倡的是用认知模式的术语对一个人所寻求

的东西予以表述并精确的测定它．

4结 论

数学教育已成为认知心理学家所关注的研究领域，由于

认知心理学采用信息加工及口语报告分析方法，使得心理学

研究可以更多走向数学领域的高级认知活动，从而使得心理

学理论可以更多指导数学教育实践．当前数学课程改革出现

了很多流行的口号和一些所谓时髦的观点，这些观点有些是

基于大众意识的，有些是基于教育理念的，似乎并没有获得

真正意义上的实验支持．应该给数学课程改革一个很大的探

讨空间，有来自数学家的看法，有数学教育专家的意见，有

来自心理学特别是认知心理学家的观点．虽然数学家、数学

教育专家和认知心理学家的研究视角不同，他们之间也有很

多可借鉴之处，或者至少存在着大家都感兴趣的研究问

题．事实上，关于推理、迁移、问题解决、工作记忆等很多

有趣的心理学结论己证明对改善数学教育有很多益处．而来

自认知心理学的研究，如“做中学(1eanling by doing)”与

“例中学(1e锄ing fbm ex锄ple)”理论在数学教育实践中

已取得非常好的效果，并显示出广泛的应用前景m’1 51．
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gradually became the field that psych0109y，and particularly cognitive psychology was concemed about．Cognitive psych0109y

acquired new insights alld conclusions to mamematics educa石on because me cognitive psychologist used dif!f色rent research

methods from those of mamematician aJld mamematics educators．This made possible to reconsider me cun．ent Mathematics

curriculum refb衄．
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