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通过样例和问题解决建立产生式
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摘 要

我们时学生通过例题和 问题学习学科知识的 问题作 了一些 实验研究
。

本文

介绍 了其 中的一 项研完结果
。

结果表明
/
学生 以 这种形式进行学习

,

只要 例 题

和 问题安排得合适
,

学生能较快地和较好地掌握有关知识
。

学生不仅学会 了解

决 问题
,

而且能从中总结 出某些解题策略和启发式规则
,

并能调 用新建立 的 启

发式规则指导解题
,

从 而加速 了解题的进程
。

本文还讨论 了学生在这种学习情境中的学习过程
。

依据 本实验所揭示 的人

对符号产生式建立的一般过程和有效的训练示例
,

为计算机摸拟人 的学习提供

了某些 依据
。 0

问 题

学习是人类的基本智能活动
。

学习是心理学传统的研究课题
。

心理学上的各家各派

依据他们的实验
,

各自提出 自己的学习理论
。

目前
,

学习问题的研究成了认知心理学界和人工智能学界的热门课题
。

智能计 算 机

研制的一个重要目标就是使计算机具有学习联想推理等功能
。

因此人工智能学界都很关

心人 的学习联想等过程
。

近年来根据已经解答出的问题作为例题进行学习 1以下简称
“

例

中学
” ,

∋ 2 3 4 56 5 7 84 9 : 2 ; 3 : < =2 > ?和通过学生 自己解决问题进行学习 1以下 简 称
“

做 中

学
” ,

∋ 2 3 4 5 65 7 ≅ Α Β 9 65 7 ? 受到认知科学界 和 人 工 智 能 学 界 的 注 意 1 5 Χ 3 6 + ,了− Δ

∗ 2 Ε 2 > ,

+ , . − Δ 5 Χ 3 6 3 5 Β # 6: 9 5 ,

,了, Δ ∗ 2 Ε 2 > 3 5 Β 5 Β 2 4 > 9 5 ,

, − + ? 「,
·, Φ

。

按 信 息加

工学派的观点
,

人类是运用产生式来解决问题的
。

所谓产生式
,

简单说来
,

就是
“

条件一动

作
”

对
。

产生式是表达知识的一种方式
,

每当一个产生式的条件得到满足时
,

就执行 该 产

生式的动作
。

解决问题的产生式如何建立是学 习问题的核心
。

5Χ 36 和 # 6: 9 5
在一项做

巾学的研究 中
,

让被试解决河 内塔问题
,

被试通过解决这个 问题
,

模索出几种解决这 个 问

题的策略
。

最后
,

被试竟学会了用递归的方法解决这个问题
。

朱新明在 + , Γ Η 年初所做的

一项练中学的研究中
,

安排一组被试不听老师 的讲解
,

只是通过看人做题和 自己做题进行

学 习
。

上述一些实验表明被试通过看样例和通过解题
,

可以从中学到一些知识和 策 略
。

这种学习过程
,

特别是在学科知识的学习中产生式建立的过程
、

尚有待作更多的研究
。
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研究主要以二次三项式因式分解产生式的建立作为研究课题
。

其中有关确定因式中正负

号的产生式简称为符号产生式
。

本文主要介绍符号产生式建立的部分结果
。

二 方 法

0 通

+
0

学 习内容
/ ; 的二次项的系数为一的二次三项式 1扩十 ; 十 ϑ ? 因 式分解的符号

产生式知识
。

为行文方便
,

约定
,

ϑ
,

 
,

0

Κ 等大写字母表示代数量
,

可以为正
,

也可以为

负
,

而用相应的小写字母表示绝对值
,

如 用
3
代 表 ) Λ

,

≅代 表】ϑ Μ等
,

有 时 为 了 突出符

号
,

在小写字母前
/
标明正负号来记二次三项式

,

如 尹一 3 ; Ν ≅
。

因 此 所 谓
“ 3 的 系数为

负
” , “

Ο &
” “

为负
” , “

是负号
”

等含义相同
。

0

被试
/ 初中一年级二十位中等程度的学生

。

Π
0

方式 /
采取个别实验

,

在实验时
,

不给被试有关该符号产生式知识的讲 解
,

只 要

求被试根据所提供的样例和通过解决规定的一系列问题进行学习
。

要求他们一边学一边

出声想
。

通过录音记录被试学 习过程中的 口语叙述
。

Ι
0

步骤
/

第一步
/
检查和挑选被试

/

通过检查
,

挑选那些确实没学过该符号产生式知识 的 学

生作为被试
。

检查的项目有式子题
,

也有文字题 1题 目见 附录?
。

第二步
/
按照规定的例题和通过系列问题进行学习

。

第三步
/
学习后的即时测查

,

即通过第二步的学习后的即时测查
,

测查的项目还是第

一步检查时用过的题
。

目的是检查通过第二步的学习后
,

是否学到了知识和学了多 少 知

识
。

三 结果及对 口语材料的分析

+
0

学习结果

学习前的测查表明
,

被试不会解测查中的问题
,

五个产生式一个也没有 建 立 起 来
。

经 Θ 分钟的学习
,

学习后侧查结果表明
,

Η 个 被 试 都 能 正 确 地解答测查中的五道式子

题
,

并在Η 个项目的填空题或选择题中
,

平均能对其中的 +Θ 个 项 目作出正确地填空或选

择
。

这表明这些被试在不同的程度上学会了解题的策略和相应的五个产生式
。

可以看到

他们通过新建立起来的产生式逐步发展了他们的解题技能
。

搜索速度随训练而 加 快
,

搜

索过程开始长
,

后来短 1见图 ?
。

最后通过 口述报告可以看到被试调用新建立的符 号 产

生式解题
,

其内部的信息加工过程如 图 +
。

图 + 说的是当被试 已经建立了该符号产生式后
,

解题时在被试头脑中所发生的 信 息

加工过程
。

具体说来
,

就是每当输入一个问题时
,

被试首先就问该题的常数项是正号还是

负号
,

接着又问一次项的系数是正号还是负号
,

然后再决定常数项所分解的  和 Κ 是什么

符号
。

因式分解过程实际上是因数代数值  和 Κ 的搜索过程
。

如用尝试错误法搜索
,

则搜

索量较大
。

现建立了启发式规则1即符号产生式?
,

这样就压缩了搜索过程
。
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0

学习过程

通过 口语材料的分析
,

可以看到在对比示例的例中学或做中学的条件下
,

被试对符号

产生式的建立过程
。

例中学的过程是
/

1 + ?比较样例
,

找其间的差别和联系
,

1 ?提取有关的知识或进行尝试操作而加以理

解
Δ 1 Π ?形成假设或初步归纳出产生式规则

Δ 1 Ι ?应用规则解题
,

在应用过程中进行检验
,

并逐步发展解题策略
。

如果有形式归纳
,

则在应用过程中加 以修正
。

做中学过程的第一步是搜索
,

提取先前的知识或以尝试错误的方式在问题的空 间 中

进行搜索
。

如搜索成功
,

则可作为样例
。

Π
0

口语材料分析

下面引个案材料加以说明
,

先看看第三个产生式建立的过程
。

第三个产生式指 的 是

在对 扩一 3 ; Ν ≅ 的二次三项式分解因式 时
,

如一次项的系数为负且常数项为正时
,

那 么要

把常数项分解为两个负的因数
。

口语材料表明
,

被试看了如下两个样例
/

劣 Ν 3 ; Ν ≅ Σ 1; Ν 2 ?1; Ν Β ?

扩 一 3 ; Ν ≅ Τ 1二 一 Υ ?1; 一 Β ?
,

通过 比较样例等式的左边和右边
,

注意到等式左边一次

项的系数是负号时
,

那么等式右边的两个因数
,

 和 Κ 前面都是负号
。

然后被试根据多项

式乘法的知识
,

尝 试 地 把 1; 一 Υ? 与 1二 一 Β? 相 乘
,

被 试 从 中 知道
,

1一 Υ?
·

1一 Β? 二 十瓦

1一 Υ ? Ν 1一 Β ?二 一 3 。

在这样的基础上
,

被试就提出了假设或初步归纳出规则
,

即 如 果 月

是负的
,

那 么就要把等式右边的两个因数定为负的
。

最后他把这一规则应用于解题 或考

察其他样例
,

从中加以 检验
。

通过检验就加强了这一符号产生式的条件与动作的 联 结
。

被试就是这样把表达示左边的特点作为该产生式动作的条件
,

归纳出第三个产生式 1以上

参看表 + 中+ 一 Η 条语句?
。

在做 中学的情况下
,

第一步是搜索
,

例如在 扩 一 3 二 Ν ≅ Τ 1二 Υ? 1; Β? 这样的问题空间
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矛

难

中进行搜索
,

为了减少初学者的困难
,

我们编题 时
,

缩小了这个问题的搜索空间
,

这样被试

即便用尝试错误的方式也可以解题
。

如搜索成功
、

他就删去了所有不必要的分支
,

只 留下

了成功的搜索途径
,

这样就等于提供了一个 已经解决了的样例
,

以下的过程与 例 中 学 过

程同 1参看表 中的 Θ 一 Π . ?
。

再看被试学第三组题的情况
,

让我们先看下面两道题
/

‘ Ν Θ Ω 一 Γ二 1; 一 Χ ?1; Ν Γ?

二 一 >; 一 Γ二 1; Ν + ?1一 Γ ?

一些被试看完这两道题后
,

注意到常数项是负号时
,

等式右边常数 项所 分 解 的 两 个 因

数中
,

一个是
“ 一 ”

号
,

另一个是
“ Ν ”

号
。

有些被试依据题的表面特点作 了 形 式 归 纳
。

例

如一位被试说
/ “

如果 ; “
后 面 是

“ 一 ”

号
,

而且紧接着又是
“ 一 ”

号 1产生式的条件?
,

那么
,

第一括弧中应当是 1; 十口 ?
,

第二个括弧中应 当是1; 一口?1产生式的动作?
Δ
如果问题扩后

面第一个是正号
,

第二个是负号 1产生式的条件?
,

那么等式右边第一个括号就是 负 号
,

第

二个括号
,

就是 ; 加上就是正号 1产生式的动作 ?
” 。

然后
,

这被试把这一 规则应用于解题
,

在实际解题过程中
,

他发现这形式归纳的规则有错误并加以修正
,

从而建立了正确的产生

式规则 1参阅表 Π
,

Ι Γ一Ι , Δ Γ + , 了。一 − + Δ和 , +一 7 3?
。

被试修改后的产生式如下
/ “

如果 ; “

后面是
“ Ν ”

号
,

紧接着下一个是
“ 一 ”

号
,

那么这

问题的 1常数项?分解后
,

一个因数是正号
,

另一个因数是负号
,

但是正的数1正的 因 数?要

大于负的因数
。

如果问题 ; Ξ

后面两个都是
“ 一 ”

号
,

那么 1常数项所分解的因数?一个应是

正号
,

另一个应 当是负号
,

1而且 ?负的因数要大于正的因数
”

1参看表 Π
,

, +
、

,
、

, −
、

, Π
、

,Θ
、

, Ι
、

, Γ ?
。

另一被试的口述参见表 Ι
,

Θ, 一Γ 语句
。

正确的解题策略和熟练的解题技能不是一开始就有的
,

而是在解题过程中逐步 形 成

和发展起来的
。

例如分解 扩十
3 ; Ν ≅ 这 类 题的正确策略应当是先分解常数项

,

这样将有

效地缩小问题的搜索空间
。

但在解决这个问题时
,

有些人开始是分一次项的系数
,

然后把

所分的两个数的乘积再与常数项进行匹配
。

例如被试  在解 扩 Ν ,; Ν +− 时
,

她把 , 分别

地分为 + Ν − Δ 十 . Δ Π 十 Γ
,

然后再把乘积一一与常数项匹配
。

以这种方式分解因式
,

她碰到

了困难
,

后来她才慢慢过渡到先分解常数项的策略 1参看表 Γ
,

Θ一 . ?
。

其他被试也有这种

睹况
。

从 口语材料及被试的整个解题过程中
,

可以看到这种学习方式能促使被试积极 主 动

地探索产生式的动作与相应条件的联系
。

知识的掌握是学生 自己推导得来的
,

因此 理 解

得比较深
,

记得比较牢
。

特别是在解题过程中
,

学生对于产生式的条件与动作的 判 断
,

不

断地受到训练
,

从而能把产生式的不同动作与相对应的条件联系起来
。

另外被试在这 种

形式的学 习过程中
,

靠被试本人 与问题解决过程中所提供的反馈信息交 互 作 用 实 现 学

习
,

同时把输入的信息与调用先前的知识联系起来进行加工理解
。

口语材料的分析还表明
,

这种学习形式把学习和问题解决交织在一起
。

问题解 决 过

程包含有一种逐渐学习的过程
,

而学习的过程也包含有一种逐渐发现和解决问题的过程
,

被试在这种过程中学到了知识和策略
,

发展了技能
。

本实验所揭示的人对符号产生式建立的一般过程和有效的训练示例
,

为计算机 摸 拟
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提供了某些依据
。

而摸拟实验反过来
,

在一定程度上验证了人 的学习过程对因式分 解 符

号产生式的建立过程气

冬

餐
是

苏

题的顺序

第‘组妞〔搜索数字〕 第二组西 1搜索符号?

臀
/

,
。。

+
‘
Η

Ψ5自

山叹, 

题的顺序

第三坦题!搜索符号∀

冬
综合题

! 既搜索数字
,

也搜索符号 ∀

图 # 一个被试的搜索时间曲线

附录 学习前的检查题和学习后的测验题

学校 班 姓名 日期

∃扮 ∀ 分解因式
%
! & ∀ ∋ , ( )二一  ∗ +

! # ∀ ∋ ,一 #二一 −.

! / ∀ 劣 , ( 劣一 # 0+

! 1 ∀ 二 , 一 2劣 一 / 2 +

! 3 ∀ 二, 一 4劣( 51 +

!二 ∀ ! 5 ∀ 如果
%
对 砂( 3二( 2型的二次三项式分解因式 !沪 的系数为 5∀

那么
%
把 妙分解为

6

把常数项分解为 ∃ 个因数的

∃
!积

,

和
6

商∀
,

而

这
、

个因数的 !和积商∀恰好 ∃ ∃ 一次项的系数
6

! # ∀ 如果
%
常数项为正数

,

那么
%
要把常数项分解为两个

∃
!异

,

同 ∀号的因数
6

6
杨忠祥

、

秦裕林
、

朱新明
6

因式分解问题求解学习系统
,

中国人工智能学会第四届学术会议论文
·
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月少

如果
/

那么
/

1 Π ? 如果
/

那么
/

1 Ι ? 如果
/

那么
/

1 Θ ? 如果
/

那么
/

常数项为正数
,

并且一次项的系数也是正数
。

要把常数项分解为两个

Ζ
1正

、

负?的因数
0

常数项为正数
,

一次项的系数是负数
,

要把常数项分解为两个一一一 1正
、

负?的因数
0

常数项为负数一次项的系数是正数
,

1例
/ 沪十 Ι ; 一 + ?

0

常数项所分解的两个因数应当
‘

号 1同
0

异?
,

并且 正的因数的绝对值比负的因数的绝

对值

常数项是负数一次项的系数也是负的1例
/ 妙一 Ι劣 一 +幻

,

常数项所分解的两个因数应当 号1异
0

同?
,

并且 负的因数的绝对值比正的因数的绝

对值

Ζ
0

峨 表 = 被试  学习第二组题的口语记录

〔看第 组例题〕

+ 一〔第二个例题〕中间是
“
一

’,

号
,

分解出来的两 1指常数项分出来的二个因子?也是
“
一

”

号
0

+Π
0

这题1第四个例题〕也是一样的
0

〔做第二组练习题〕

+Ι
·

〔做第一题
0 二 Ν 7 二Ν +−二1; Π?1; Γ?〕

0

Θ可以分解为 Π Ν Γ
,

+−等于Π ; 3
0

所以就是1二Ν >?1二Ν Γ?

Γ0 〔第二题
0

砂一肚Ν +− 二1二 Π ?1; Γ?〕
0

〔第二题〕根据上面的例题得出的数中间是
“
一

”

号
,

两个多项式常数

项1指两个因子?的前面都是
“
一

’,

号
,

所以根据例题也可以算出1
二一 Π?1二 一 Γ?

0

+Γ
·

〔第三题 ; , 一 ++二Ν + −Σ 1二 ?1, 。?〕
0

第三题和第二题同样
0

+ 是 Ν 。
0

等于 =;
0

=>是 Ξ ; 。等子+ −
0

中间

是
“
一

”

号
,

所以多项式常数项前面必须是
“
一

”

号
0

所以写成1; 一 ? 1二一 ,?
0

+.
·

第四题比较容易了
0

把
‘

一
’,

号改成
“
十

”

号
0

1二十 ?1 二十 ,?1主试问
/
你摸到什么规律[ ?

+ −
0

主要要看一次项前面是
“
十

”

号
0

+,
·

1如果一次项前面的系数是
“
十

”

号?
,

那么
,

常数项前面 1指所分解的因子?都是
“
十

’,

号
0

1在思考?

Η
·

例如
Δ
沪一 .; 十 Γ

,

这道题这个一次项前面是
“

一号
0

多项式前面1指因数?都是
“
一

”

号
0

它们两个数相乘应该

是等于正数
,

所以
,

这个常数项前面是
“
十

”

号
0

表 被试 学习第二组题的口语记录

Θ
0

〔做第一题
0

二 Ν Γ义Ν Γ 二1二 ?1二 Π?〕这里填
‘,
Ν

”

号

Γ
0

根据
·

一根据刚才的规律
,

就是正的加上正的等于正的Γ从

Ξ!
0

正 乘正 Π 等于正 Γ
。

−
0

这个题可能是
·“
⋯负的

,

嗯1停?不
,

不是负的
0

,
0

这道题〔指第二题
0

二 一 Θ劣 Ν Γ二 1二 ?1, Π ?〕都应填负的
0

ΠΚ0 因为一 劣Ν 1一 Π; ? Σ 一 Θ二
0

1一? ; 1一>? 等正的
,

也就是它等于正 Γ
0

Π+
0

〔做第三题
0 二 Ν .劣 Ν Γ Σ 1二 + ?1劣 Γ?〕都填正号

。

Π
·

〔做第四题
,

砂一留十 Γ二 1劣 +? 1二 。?〕
0

都填负号
,

跟上面第二题一样
0

〔做第二组中的一些练习〕
0

〔主试
/
你做这些题掌握了什么规律[ 〕

Π了
0

掌握⋯二
,
减去7 ; ⋯这是负的

0

后面是正的
0

; 括号里面都是 二 减去
0 劣一 Π

0 二一 Γ
,

括号里面都是负号
0

Π−
0
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Τ

表 Π 一被试学习第三组题的口语记录

〔解第三组题〕

Π,
·

 解第一题
,

砂 Ν Θ、一卜1
二 +?1

男
Γ? 〕等于势

二
啊 ⋯分

二

减
,

加
,

是一个正号
,

一个负号
、 · ·

⋯啊 Μ 不 对 这 址

负号
,

这是正号
0

ΙΚ
0

〔主试问
/

为什么[ ?因为这个止 + , 加土负的
、 0

就不等于正 Γ ;0

Ι+
0

所以应该是负 +
0

负 +呢
,

负 扭加上正 Γ气

Ι
0

正的呢
,

加上负的就等于减去 +
0

就等于 >;
,

这样才对了
。

ΙΠ
0

1第二题?护一扛 一 Γ就等于⋯ ⋯ ; 加 + 〔乘?; 减 Γ0
二
对Μ

。

Ι Ι
0

第三题〔二 Ν Θ二 一 Γ〕就等于⋯ ⋯ 二减 +
0
二
加 Γ

。

ΙΘ
0

第四题1妙一
二 一 Γ〕就等于势

· ·

⋯加 〔乘 ?二减 Π
。

ΙΓ
0

〔主试间
/

你得出了什么规律[ 〕

Ι.
0

这个题要是连减的形式呢⋯⋯那就是 二加
0

就是正号
,

第二个括号就是 二 减去
,

是负号
0

Ι−
0

要是多项式 沪加上
,

第一个是正号
0

第二个是减去
0

是负号
。

Ι,
0

那么这个后面得出的
0

第一括号呢 [ 就是 , 减
0

减去
0

就是负号
,

第二个括号呢
0

就是 “加上
0

就是正号
·

⋯⋯

Γ+
0

〔练习第+Η 题 ?砂 一 戈一 − 等于劣加上
, ,

一 二加上 Ι
0

二 减去
0

. ,
0

〔练习第+Η 题〕势一 + 个1因数〕是正的
· ·

⋯ 二
加 Ι

,
戈
减 呢

0

正 Ι 加上负 等 Ι 减
0

−Η
0

这道题错了
,

〔停〕
0

应该是 , 加 乘
劣
减 Ι

0

−+
0

正 加上负 Ι 等于负
0

乘负 Ι 等于负 −
0

,+
0

在第三组题中
0

这个沪后面是正号的
,

第二个也是负号的
0

,
0

那么
0

它因式分解后一定是一个是正号一个是负号
。

骊
0

要是多项式里面都是负号
0

时
0

那么它因式分解的这两个括号里的也一定是一个正号一 个是负号
。

舫
0

1至于?连减的多项式呢[

, Γ
0

它的负号这个数字比正号这个数字要大
。

朗
0

那个护 后面是正号
,

第二个符号是负的
。

,−0 那么
、 ’

已的因式分解两个括号里一个是正号
,

一个是负号
,

它这个正号呢
0

要比负号数字大
0

加

州卜

表 Ι 被试 ϑ 学习第三组题时的口语记录

Θ ,
0

1主试问
/
你摸到什么规律[ ?

首先我得把这些数1手指 劣 一次项的系数和常数项?看清楚
0

它们究竟是正数还是负数
。

−Η
0

如果 二 的一次项的系数是正的
0

常数项是负的
,

嗯 Μ 1停?

Γ +
0

这里面就有一个 ⋯ ⋯这个 二 是 Ν +
, 另一 Γ

。

这里面应该是一正一负⋯ ⋯

的
0

第二题呢 [ 都是负的
,

这里面也有一正一负
0

只不过是正的是大数
,

负的是小数
。

表 Θ 被试 学习第一组题时的口语记录

〔做第一组题的练习题〕

Θ0 〔第二题
0

扩十肛十 +− Σ 1二Ν ?1劣十 ?
0

肛可以分成为 + Ν −/ 十毛 Π Ν Γ 〔被试同时把这些数写在练习卷的

旁边〕
,

+ −可以分为− ; Γ Δ
所以

0

这就是 Π 和 Γ 相乘
0

就是 1二 Ν Π ?1劣Ν Γ ?
。

Γ
·

〔第三题
0 二 Ν +日二 Ν +−二 1二 Ν ?1二 Ν ?〕

,

+Η可以分成 >Ν +Γ Δ Ι Ν +Γ1想?先别看 +,
0

先看看+ −
。

丫
0

+−可以= ; +−
0

+,可以分成 +Ν +−
。

啊 犷这就符合题意了
,

就可以写成1; Ν +?1劣Ν +− ?
。
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通过样例和问题解决建立产生式 +− Π

闷少 表 Γ 被试 ϑ 学习第一组题时的口语记录

〔做中学〕

+
0

〔做第一组第 +题
0 戈 Ν Γ二 Ν ΓΣ 1二 Ν ?1, Ν ?〕

,

〔等于 ; 加 和 劣 加⋯ ⋯加 Π
。

〕
0

〔做第 题
, ; , Ν .二Ν Γ二 1二 Ν ?1二 Ν ?〕

0

它等于二加 Ι
0

二Ν Π

Π
0

不对
,

我想
0

如果这是 Ι
,

这里是 Π
0

加起来是 了,
,

可是对 不 上 这 个 数1指常 数项?1停?⋯ ⋯ .二 加 Γ ⋯ ⋯

〔做第 Ι题
0

他写
/ 劣 Ν . ; Ν + Σ 1; Ν Ι ?1劣 Ν Π ?〕

Ι
0 、

〔做第 Θ 题
0

妙 Ν +Π戈Ν + Σ 1劣十 Γ ?1; Ν . ?〕这跟上面一样
0

对不上Μ 这可以变成负数吗 [ ⋯ ⋯

Γ
0

如果这个是 Γ
0

那个是 .
0

跟这对不上一乘就是Ι
,

跟这个1指常数项?对不上 ⋯ ⋯

刊已
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